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Abstract: A graceful labeling of digraph ( )AVD ,  is a one to one function------ --------------------------- 
such that each arc uva =  in D is labeled with ( ) ( )1|)(| mod)()()( +−== DAuvuva λλλλ , the 
resulting arc labels are distinct. A digraph D is called graceful if it admits any graceful labeling. In this 
paper we give a method for constructing a graceful labeling of path digraph 
n
P  and complete bipartite 
digraph 
nm
K
,
. 
Kata kunci: pelabelan graceful, digraf, lintasan digraf, bipartit digraf lengkap.
Pelabelan graf sudah dikaji mulai tahun 60-an.  
Sejak itu sekitar 300 tulisan mengenai pelabelan   
banyak bermunculan. Pelabelan pada graf adalah 
pemberian nilai pada himpunan titik, himpunan sisi, 
atau gabungan himpunan titik dan sisi pada graf 
yang memenuhi sifat tertentu. Misal G graf tanpa 
loop, sisi paralel, dan hingga. Pelabelan graceful 
pada graf G merupakan pemberian nilai pada titik-
titiknya dengan bilangan bulat tak negatif, yaitu nol 
sampai dengan sejumlah sisi yang dimiliki oleh 
graf G sehingga sisinya mendapat label harga mu-
tlak dari selisih pelabelan kedua titik yang menem-
pel pada sisi tersebut yang berbeda semua. Sebuah 
graf G disebut graf graceful jika setiap titik dan sisi 
pada graf G dapat diberi label menurut aturan 
pelabelan graceful. Dalam hal ini, pelabelan 
graceful untuk beberapa kelas graf telah ditunjuk-
kan. Rosa (1967) menunjukkan bahwa graf sikel Cn 
adalah graceful jika dan hanya jika 0≡n atau 3 
(mod 4). Hoede & Kuiper (1978) membuktikan 
bahwa graf roda Wn adalah graceful untuk semua 
3≥n . Graf lengkap Kn adalah graceful jika dan 
hanya jika 4≤n dan graf bipartit lengkap Km,n ada-
lah graceful untuk setiap m dan n dibuktikan oleh 
Golomb (1972). Aldred & McKay (1998) menun-
jukkan bahwa graf pohon Tn adalah graceful un-
tuk 23,n ≤ sedangkan untuk 23>n  masih menja-
di open problem. Selain itu telah dibuktikan oleh 
Huda & Wijaya (2002) bahwa graf tangga Ln yang 
diperoleh dari hasil kali kartesius P2 × Pn dan graf 
gabungan m buah graf tangga mLn adalah graceful 
untuk setiap m dan n.  
Sejalan dengan ide pelabelan graceful pada 
graf, Bloom & Hsu (1985) memperkenalkan pela-
belan graceful pada digraf (graf berarah). Misal D 
digraf dengan himpunan titik V(D) dan himpunan 
arc A(D). Pelabelan graceful pada digraf D meru-
pakan pemberian nilai pada titik-titiknya dengan 
himpunan bilangan bulat tidak negatif, yaitu nol 
sampai dengan banyaknya arc yang dimiliki oleh 
digraf D sedemikian hingga arc-nya mendapat la-
bel selisih pelabelan kedua titik yang menempel pa-
da arc tersebut dalam bilangan bulat modulo 
)1)(( +DA yang berbeda semua. Secara matematis, 
pelabelan graceful pada digraf D adalah fungsi sa-
tu-satu:  
 { }: ( ) 0, 1, 2, , | ( ) |V D A Dλ → L        
sehingga setiap arc uva =  di D mendapat label 
( )aλ = ( ) ( )( ) ( ) mod | ( ) | 1uv v u A Dλ λ λ= − +
uur
...........  
berbeda semua. Sebuah digraf D disebut digraf 
graceful jika setiap titik dan arc pada digraf D 
{ }|)(|, 2, 1, 0,)(: DADV L→λ
yang 
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dapat diberi label menurut aturan pelabelan grace-
ful.  
Konsep dasar graf dan digraf dapat dilihat di 
Chartrand & Lesniak (1996). Misalkan u dan v titik 
di V(D), maka u dan v dapat mempunyai satu atau 
dua arah, yaitu dari u ke v atau dari v ke u. Oleh 
sebab itu, ada kelas digraf satu arah dan kelas di-
graf dua arah. Pada paper ini, akan diinvestigasi 
pelabelan graceful pada kedua kelas digraf, yaitu 
digraf lintasan nP untuk kelas digraf satu arah dan 
digraf bipartit lengkap nmK , untuk kelas digraf dua 
arah. Adapun definisi dari digraf lintasan nP dan di-
graf bipartit lengkap nmK , adalah sebagai berikut. 
Digraf lintasan nP adalah digraf terhubung dengan n 
titik dan 1−n arc dengan 1 titik berderajat keluar 1, 
1 titik berderajat masuk 1, dan 2−n titik berderajat 
masuk 1 dan berderajat keluar 1. Digraf bipartit 
lengkap nmK , adalah digraf yang himpunan titiknya 
dapat dipartisi ke dalam dua subhimpunan V1 dan 
V2 dengan mV =1 dan mV =2 sehingga setiap arc di 
nmK , menghubungkan setiap titik di V1 dengan se-
tiap titik di V2.  
HASIL DAN PEMBAHASAN 
Pada bagian ini dijelaskan mengenai pelabel-
an graceful pada digraf lintasan dan digraf bipartit 
lengkap. Pada setiap pembuktian diperlukan notasi  
  yang mempunyai arti bilangan pembulatan ke-
atas dan   yang mempunyai arti bilangan pembu-
latan ke bawah. Sebagai contoh, 2
3
5
=


 dan - 1
3
5
=


 . 
 
Pelabelan Graceful pada Digraf Lintasan 
Misalkan digraf lintasan nP mempunyai him-
punan titik { }....,,,, 321 nn vvvvPV =


 dan himpunan arc    
{ }....,,,, 1321 −=



nn vaaaPA dengan 1+= iii vva untuk  
1....,,2,1 −= ni . 
Berikut ini diberikan teorema pelabelan gra-
ceful pada digraf lintasan. 
Teorema 1  Digraf lintasan
n
P merupakan digraf 
graceful jika dan hanya jika n genap. 
Bukti 
Definisikan pelabelan untuk titik-titik dari di-
graf 
n
P sebagai berikut. 




−= +
2
)1()( 1
i
v i
i
λ (mod n) untuk i = 1, 2, 3, ...., n. 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa pendefinisian 
dari label titik di atas merupakan fungsi satu-satu 
dari )(
n
PV k {0, 1, 2, ..., n}.          
Misal )(, nji PVvv ∈ dengan )()( ji vv λλ = , yaitu 
 



−=



− ++
2
)1(
2
)1(
11 ji ji   (mod n) 
 



−=



−
2
)1(
2
)1(
ji ji       (mod n). 
Akan ditunjukkan vi = vj, yaitu dengan 
menunjukkan bahwa i = j. 
Apabila ji≠ , maka terdapat dua kemungkinan 
yaitu: Jika i ganjil dan j genap (atau sebaliknya), 
maka 





=





−
22
ji
(mod n). Dengan demikian 






=





−
22
ji
(mod n) dipenuhi oleh nj ....,,3,2,1= . 
Karena nin >−− )1(2 maka kontradiksi de-
ngan..j = 1, 2, 3, ..., n. Jika i dan j keduanya genap 
(atau keduanya ganjil), maka 



=



22
ji .  
Persamaan 



=



22
ji dipenuhi oleh 1+= ij   
jika
2
1
bulat dan 1−= ij  jika
2
1
tidak bulat (pecah-
an). Karena i genap maka diperoleh j ganjil. Hal ini 
bertentangan dengan i dan j keduanya genap (atau 
keduanya ganjil). Jadi haruslah ji= . Dengan de-
mikian pendefinisian label titik )(vλ memenuhi 
fungsi satu satu dari. )( nPV ke {0, 1, 2, ..., n}.   
Setelah pelabelan titik-titiknya diperoleh ma-
ka perumusan pelabelan arc )(
ni
PAa ∈ untuk i = 1, 
2, 3, ..., n -1 adalah sebagai berikut. 
 
( ) ( )
( ) )(1
22
1
22
1
2
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1
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

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=

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Dengan demikian himpunan label dari setiap arc di 
n
P adalah: 
(mod n) 
(mod n), Untuk i ganjil 
(mod n), Untuk i genap 
(mod n), Untuk i genap 
(mod n), Untuk i ganjil 
(mod n) 
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{ }1, 3, 5, , 3, 1   untuk  1, 3, 5, , 1,n n n i n− − − = −L L
{ }2, 4, 6, , 4, 2   untuk  2, 4, 6, , 2.n n i n− − = −L L
Jadi setiap arc di 
n
P mendapat label yang berbeda 
semua. Karena setiap titik pada digraf 
n
P dengan n 
genap dapat diberi label yang memenuhi fungsi sa-
tu-satu dari )(
n
PV ke {0, 1, 2, ..., n} sehingga setiap 
arc di
n
P mendapat label yang berbeda semua, ma-
ka digraf
n
P untuk n genap adalah digraf graceful. 
Sebagai ilustrasi, Gambar 1 menunjukkan pe-
labelan graceful pada digraf 
n
P  untuk n genap. 
 
  
 
 
Gambar 1. Pelabelan Graceful pada Digraf 
4
P  
dan 
6
P  
Teorema 2 Jika n ganjil maka digraf lintasan
n
P  
bukan merupakan digraf graceful. 
 
Bukti 
Andaikan digraf lintasan
n
P untuk n ganjil me-
rupakan digraf graceful, maka ada pelabelan grace-
ful λ pada digraf
n
P . Pelabelan untuk arc 
),( 1+ii vv di nP adalah: 
)()(),( 11 iiii vvvv λλλ −= ++ untuk i = 1, 2, 3, ..., n – 1. 
Karena digraf
n
P merupakan lintasan satu arah, 
maka 
).()(
))()(())()(())()(()(
1
12211
1
1
1
vv
vvvvvvvv
n
nnnn
n
i
ii
λλ
λλλλλλλ
−=
−++−+−= −−−
−
=
+∑ K
Sedangkan λ  merupakan pelabelan graceful pada 
digraf 
n
P , maka label dari arc-nya adalah 1, 2, 
3, ...., n-1, sehingga 
 
 
Karena n ganjil, maka
2
)1( −n merupakan bilangan 
bulat. Akibatnya 0
2
)1(
≡
−nn (mod n).  
Dengan demikian diperoleh  
λ (vn) - λ (v1) ≡ 0 (mod n). 
Jadi, λ (vn) = λ (v1). Hal ini tidak diperbolehkan, 
karena pada pelabelan graceful, pelabelan titik-ti-
tiknya harus memenuhi fungsi satu-satu. Jadi digraf 
lintasan nP untuk n ganjil bukan merupakan digraf 
graceful. 
Pelabelan Graceful pada Digraf Bipartit 
Lengkap 
Digraf bipartit lengkap nmK , mempunyai m + n 
titik dan 2mn arc. Dengan demikian pelabelan gra-
ceful pada digraf bipartit nmK , lengkap mengguna-
kan modulo 2mn + 1. Misalkan digraph bipartit 
lengkap nmK , mempunyai himpunan titik  
}...,,,,...,,,{)( 2121, nmnm vvvuuuKV =  
dan himpunan arc  
{ }, 1 2 1 2( ) , , , , , , ,m n j j mj i i niA K a a a b b b=
uuuur
K K
 
dengan 
jiij vua = dan ijij uvb = untuk i = 1, 2, 3, ...., m, j = 1, 
2, 3, ...., n. 
Sebagai ilustrasi penotasian titik dan arc pada 
digraf bipartit lengkap nmK , dapat dilihat pada Gam-
bar 2. 
Berikut ini diberikan teorema pelabelan gra-
ceful pada digraf bipartit lengkap. 
Teorema 3 Untuk setiap m dan n digraf bipartit 
lengkap nmK , merupakan digraf graceful. 
Bukti 
Definisikan pelabelan untuk titik-titik dari di-
graf nmK , sebagai berikut. 
λ (ui) = i - 1  
untuk i = 1, 2, 3, ...., m, 
λ (vj) = mj   
untuk j = 1, 2, 3, ...., n. 
Dapat dilihat bahwa label dari titik ui berbeda 
semua untuk i = 1, 2, 3, ....., m dengan himpunan 
label {0, 1, 2, ...., m-1}. Demikian juga label titik vj , 
berbeda semua untuk j = 1, 2, 3, ...., n dengan him-
punan label {m, 2m, 3m, ...., nm}. Dapat dilihat ju-
ga bahwa label titik ui berbeda dengan label titik vj. 
Jadi pelabelan titik pada digraf 
nmK , memenuhi 
fungsi satu-satu
nmKV , ke {0, 1, 2, ...., 2mn}. 
Setelah pelabelan titik-titiknya diperoleh ma-
ka arc-nya mendapat label menurut aturan sebagai 
berikut. 
1)()( +−== imjvua jiij λλ  
1)2()()( +−== jnmvub jiij λλ   
Untuk i = 1, 2, 3, ..., m,   
3 1 20
3 2 1
0 5 1 4 2 3
5 2 3 4 1
) (mod      
2
)1(
)(
1
1
1
1
1 n
nn
ivv
n
i
n
i
ii ∑∑
−
=
−
=
+
−
==λ
dan 
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j = 1, 2, 3, ..., n. 
Dengan demikian untuk i = 1, 2, 3, ..., m, 
himpunan label untuk arc aij adalah {mj, mj – 1, mj 
– 2, ..., mj – m + 1} dan himpunan label untuk arc 
bij adalah { 2mn–mj +1, 2mn-mj + 2, ..., 2mn + m} 
Jadi untuk j = 1, 2, 3, ...., n himpunan label untuk 
arc aij adalah {m, m – 1, m – 2, ..., 1} ∪ {m, 2m, 
2m – 1, 2m – 2, ..., m + 1} ∪ ... ∪ {mn, mn – 1, mn 
– 2, ..., mn – m + 1} dan himpunan label untuk arc 
bij adalah {2mn – m + 1, 2mn – m + 2, ..., 2mn} ∪ 
{2mn – 2m + 1, 2mn – 2m + 2, ..., 2mn – m} ∪ ... ∪ 
{mn + 1, mn + 2, …, mn + m}.  
Jadi label setiap arc dari digraf ........ berbeda 
semua. Karena pelabelan titik-titiknya memenuhi 
fungsi satu-satu dari 
nmKV , ke {0, 1, 2, ..., 2mn}  
dan pelabelan arc-nya berbeda semua maka pela-
belan λ di atas adalah pelabelan graceful. Jadi di-
graf
nmK , .adalah graceful untuk setiap m dan n. 
Sebagai ilustrasi, Gambar 3 menunjukkan pe-
labelan graceful pada digraf nmK , .  
KESIMPULAN 
Dari uraian di atas dapat disimpulkan sebagai 
berikut. Digraf lintasan nP merupakan digraf grace-
ful untuk n genap. Sedangkan untuk n ganjil digraf 
lintasan nP bukan merupakan digraf graceful. Di-
graf bipartit lengkap
nmK , merupakan digraf graceful 
untuk setiap m dan n. 
Permasalahan pelabelan graceful pada kelas 
digraf masih terbuka bagi peneliti yang lain, mi-
salnya pelabelan graceful pada digraf sikel, 
digraf lengkap, digraf kipas, digraf matahari, dan 
digraf friendship.
  
 
 
 
 
 
Gambar 2. Penotasian Digraf Bipartit Lengkap 
nm
K
,
 
 
 
 
 
Gambar 3. Pelabelan Graceful pada Digraf 2,2K dan 3,2K
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